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Einleitung, 

Die Theorie der Beugung aiif Grund des Huyghensschen 
Prinzips ist nur näherungs weise richtig, da sie die Grenz- 
bedingungeui welchen die elektrischen und magnetischen Kräfte 
der Wellen an der Oberfläche des Schirmes genügen müssen, 
nicht beachtet. Eine streng richtige Lösung eines Beugungs- 
problems gab zuerst Sommerfeld^); er berechnete die 
Beugung ebener Wellen am geraden Band einer unendlich 
dünnen und unendlich gut leitenden Ebene. Im Anschluß 
hieran behandelte Schwarzschild'] die Beugung durch einen 
in eine solche Ebene geschnittenen Spalt. Mehr als hier treten 
die physikalischen Eonstanten des Schirmmaterials hervor in den 
Arbeiten von J. J. Thomson'), Seitz*) und v. Ignatowsky'*), 
welche sich auf unendlich lange Metallzylinder von kreis- 
förmigem Querschnitt beziehen; insbesondere hat Seitz 
numerische Berechnungen über die Brechung elektrischer 
Wellen durch Drähte von verschiedenartigem Material aus- 
geführt. Solche exakte Untersuchungen werden jetzt auch für 
Schirme von endlicher Dicke erforderlich, da hier wohl eher 
an eine experimentelle Prüfung gedacht werden kann. Auf 
Anregung des Hrn. W. Wien®) habe ich es unternommen, den 
Schirm als Metallzylinder von elliptischem Querschnitt zu 



1) A. Sommerfeld, Math. Ann. 47. p. 817. 1895. 

2) K. Schwarzschild. Math. Apn. 55. p. 177—247. 1901. 

' 8) J. J. Thomson, Recent Researches in Electricity and Magnetism. 
p. 429. 

4) W. Seitz, Ann. d. Phys. 16. p. 747. 1905; 19. p. 654. 1906. 
6) W. V. Ignatowsky, Ann. d. Phys. 18. p. 495. 1906. 
6) Vgl. W. Wien, Über die part, DiflPgl. d. Physik. Ref. f. die 
Vers, des D. Matbem. Vereins in Meran 1905. Jahresber. d. D. Math. 
Vereines. 15. Heft 1. 1906. 
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behandeln. Doch beschränke ich mich in vorliegender Arbeit 
noch auf jene einfachere Orenzbedingung, welche sich bei An- 
nahme unendlicher Leitfähigkeit des Metalls ergibt und löse 
ich das folgende Reflexionsproblem: 

„Eine ebene und polarisierte Welle falle auf die Breit- 
seite eines vollkommen reflektierenden Metallschirmes von 
elliptischem Querschnitt; es soll mit der Annahme, daß dieser 
Schirm in Richtung der elektrischen Kraft 4er einfallenden 
Welle unendliche Ausdehnung besitzt^ die Beugungserscheinung 
in der Umgebung des Schirmes berechnet werden." 



I. Kapitel. 

Die DifTerentialgleichung. 

Für das Problem müssen an Stelle der gewöhnlichen 
liehen rechtwinkligen Koordinaten x^ y^ z elliptische Koordi- 
naten eingeführt werden; man setze mit Beibehaltung der 
2;-Koordinate 



(1) 



dann ist 



X = cosh |.cos rw 
y — sinh | . sin t(\\ 



x^ 



cos* h ^ 



+ 



y' 



sin* h ^ 



= 1 



cosh 1 = 


e^ 


+ t 
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sinh 1 = 


e^ 


— e' 


-f 
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y'' 





COß* ri 



sin' ri 



= 1. 



Die Kurven | = const. sind also Ellipsen mit den Achsen 
cosh I, sinh|; senkrecht dazu verlaufen die Hyperbeln, deren 

reelle Achse durch cos 17 ge- 
geben ist; ri bedeutet den 
Winkel, welchen die Asym- 
ptote mit der j;-Achse ein- 
schließt Die Brennpunkte 
des konfokalen Systems sind 
die Punkte a? = ± 1, y = 0. 

Wir bekommen eine 

eindeutige Ortsbestimmung, 

wenn wir ri in dem Intervall 

Fig. 1. — jr^T^^ + iTT und |^0 
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nehmen; | »» gibt die Strecke zwischen den Brennpunkten 
ar = — 1 und ar = + 1. Eine Ellipse mit dem Parameter |j 
werde als Umriß des nach beiden Richtungen der r-Achse ins 
Unendliche ausgedehnten Metallschirmes angenommen. 

Mit wachsender Entfernung vom Schirm nähern sich die 
Ellipsen und Hyperbeln immer mehr den Kreisen und Radien 
eines Polarkoordinatensystems; es folgt nämlich aus (1) für die 
Entfernung r eines Punktes |, tj vom Nullpunkt der Ausdruck 

(la) r = ycos»h| - sin*7; = -J-Ve»? + 2cos2iy + «-2^ , 

Für große | kann man sin^i? gegen cos'hl vernach- 
lässigen und erhält r = cosh| = ^e^ =^ sinh|, also nach (1) 

X = r cos iy , y = r . sin ^ . 
In dem elliptischen Koordinatensystem wird das Linienelement 



wenn wir die abkürzende Bezeichnung 



(1 b) y cos*h I — cos* rj — Q 

einführen. 

Nun zerlegen wir die elektrischen und magnetischen Kräfte 
(£, $ in Komponenten @^, (S^, (S^, ^^, $^, $^, welche in 
Richtung der wachsenden |, 17, z fallen; dann lauten die 
Maxwellschen Gleichungen 



(2) 



c . rot (£ = — jiA . -^ 



dt 



auf elliptische Koordinaten transformiert folgendermaßen 



(2 a) 
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(2 b) 



/* 



/* 



/» 



dt 
dt 
dt 
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Dabei hat q die in (Ib) angegebene Bedeutnng. 

Das System der Maxwellschen Gleichung vereinfacht sich 
aber ganz erheblich, wenn man beachtet, daß nach der in der 
Einleitung gegebenen Problemstellung die elektrischen Kräfte 
der einfallenden polarisierten Wellen H zum Schirm, also 
II zu der z-Achse verlaufen sollen; es wird somit @^ = 0; 
@^ = 0; dann zeigt aber die erste der Differentialgleichung (2b), 
daß die magnetische Kraft ^^ sich zeitlich nicht ändert; 
$^ kann also von vornherein gleich Null angenommen werden. 
Damit ferner das Problem zweidimensional werde , sollen alle 
Differentialquotienten nach z verschwinden. Wenn wir von jetzt 
an die elektrische Kraft @, immer mit Z bezeichnen, da der 
Buchstabe @ im folgenden zu Funktionsbezeichnungen sehr 
viel gebraucht wird, so bleiben für die Kräfte Z, §f, §, die 
folgenden drei Maxwellschen Gleichungen übrig. 



(2c) 



4i7l(T .Z + 6. 
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Hieraus erhält man durch Elimination von §f und §^ für Z 
die partielle Differentialgleichung 



d^Z 



+ 



d^Z ___ I fi4n 
ö»7« ■" [ c' 



dZ 



+ 



efi 



d^Z 



(2d) ; öj?« • ö»7* L c* ö^ ' c* dP 

. [C0S*h I — cos* 7} ] . 

Die elektrische Kraft werde nun als eine periodische 
Funktion der Zeit angenommen und durch den reellen oder 
imaginären Teil des Ausdrucks 
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dargestellt; dann folgt fOr u die Gleichung 

(8) W" + T^ + X>{C08»h| - cosM« = 0, 



worin abkürzend 



e 






.» 0« 



gesetzt ist. 

Für Luft wird x* reell, x = co/c. 

um die Gleichung (3) durch partikuläre Integrale der 
Form 

zu integrieren^ wobei S nur von |, H nur von 17 abhängen 
soll, schreibe man die G-leichung nach Substitution des Pro- 
dukts in der Form 

(i-4^-'"»"')—(Tli- +«*-"■«)• 

Die linke Seite ist von |, die rechte von 17 unabhängig, also 
haben beide Seiten einen von | und 17 unabhängigen kon- 
stanten Wert, der mit 93 bezeichnet werde. Somit spaltet sich 
die partielle Differentialgleichung unter Aufnahme eines 
variablen Parameters in zwei totale Differentialgleichungen 

(4a) -J^ - («^cos^i? + 95) Ä= 0, 

(4b) ^F" + («'^ös'l^l + ») 'S'= 0, 

von denen die zweite aus der ersten hervorgeht, wenn man tj 
durch t| ersetzt; beide lassen sich zusammenfassen in der 
Gleichung : 

(^) ^-(;,2cos«qp + »)y = 0. 

Zu derselben Gleichung wurde Mathieu geführt, als er 
den Schwingungszustand einer gleichmäßig gespannten ellipti- 
sehen Membran untersuchte; wie Heine bemerkt, tritt die 
Gleichung auch bei der Behandlung der Differentialgleichung 
des Potentials für den elliptischen Zylinder auf, sowie bei der 
Untersuchung des mit der Zeit veränderlichen Wärmezustandes 
in einem Rotationsellipsoid. Bei allen diesen physikalischen 
Problemen sind nur solche Produkte S{i).H{ifj brauchbar, 
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welche eindeutige Funktionen deB Ortes Bind. Damit nun ein 
solches Produkt seinen Wert nicht ändert, wenn man auf einer 
Ellipse herumgeht, muB die Winkelfunktion J7 (17) die Periode 2 9r 
bekommen. Diese Bedingung kann tatsächlich durch gewisse 
Werte des Parameters fö erfüllt werden; es ist aber nicht 
möglich, die Werte von fß, welchen periodische Integrale der 
Differentialgleichung (4a) entsprechen, von vornherein anzu- 
geben, gerade der Umstand, daB diese Werte erst in ihrer Ab- 
hängigkeit von X gesucht werden müssen, macht die elliptischen 
Probleme komplizierter. 

Was den Faktor S'(|) betrifft, so wird derselbe nur für 
positive, aber sowohl für kleine als groBe Werte von | ge- 
braucht; denn einerseits muB die Beugungserscheinung in der 
Nähe des flachen Schirmes berechnet werden, andererseits ist 
es für die Untersuchung der vom Schirm reflektierten Wellen 
sehr wesentlich, das Verhalten der Funktionen 5(1) im Un- 
endlichen diskutieren zu können. 

Wir fassen nun die Aufgaben des mathematischen Teiles 
unseres Problems wie folgt zusammen: 

,,Die Differentialgleichung 

(^) -0--(*»co8> + i8)y = O 

hat für gewisse Werte des Parameters 93 stets ein periodisches 
Integral; diese Werte von SB sind zu berechnen, das periodische 
Integral aufzustellen und dann ist die Differentialgleichung 
vollständig zu integrieren. Die Darstellungen der Integrale 
sollen für imaginäres Argument (p = ii das Verhalten der 
Funktionen im 00 deutlich erkennen lassen und auch für kleine 
Werte von | numerisch brauchbar sein." 

Setzt man in der Gleichung (4) co%^ cp ^ ^{l + cos 2 cp), 
so erkennt man die Übereinstimmung mit der Gleichung 

(5) -J^ + (y* + 2yjCO8 2<)* = 0, 

welche zur Lösung des Dreikörperproblem« benutzt wird und 
für die moderne theoretische Astronomie eine hervorragende 
Bedeutung hat; hier ist aber q kein variabler Parameter, 
sondern q und q^ haben von vornherein bestimmte Werte. 
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Bezüglich der Literatur der Gleichung (4) und (5) verweise 
ich auf den Artikel in der Math. Encyklopädie^), sowie auf 
die ausführlichen Zusammenstellungen in den Werken von 
Tissörand*) und PoincarÄ.^) Für die vorliegende Unter- 
suchung kommen hauptsächlich die Arbeiten von Mathieu^], 
Heine^), Särchinger®), Schubert^, Lindemann®) und 
Poincard in Betracht. Es ist noch eine Untersuchung von 
Lerch^), sowie eine Arbeit von Hartenstein^^) zu erwähnen, 
von welchen sich die letztere direkt mit der partiellen Differential- 
gleichung (3), aber nicht mit der Gleichung (4) beschäftigt. 

U. Kapitel 

Die Funktionen des eliiptisclien Zyiinders. 

Des Zusammenhangs wegen ist es erforderlich, zunächst 
kurz die Integrale der astronomischen Gleichung zu besprechen. 
Nach Untersuchungen von Lindemann und Poincarä hat die 
Differentialgleichung 

(5) ^ + {q^ + 2q^.cos2t)x^0 

zwei Integrale der Form 

(p^{t) und (p^{t) sind periodische Funktionen der Zeit mit der 
Periode n, der Exponent h ist eine Funktion der Parameter q 
und q^ Nach Ablauf einer Periode n multiplizieren sich die 
beiden Integrale x^ und x^^ mit einem konstanten Faktor e*^" 

1) Encykl. 11. A. 10. p. 758. 

2) F. Tiss^rand, Mecanique Celeste 3. Kap. 1. 

8) H. Poincar^y Les methodes nouvelles de la Mecanique Celeste. 
2. Kap. 17. 

4) E. Mathieu, M6m. sur le mouvement vibratoire d^une membrane 
de forme elliptique. Liouv. Journal. II. S4rie. 1. XIII 1868. 

5) E. Heine, Handbuch der Kugelf. l.p.401— 415; 2. p. 202— 210. 

6) E. Sflrchinger, Dies. Leipzig 1894; hier sind die Heineschen 
Rechnungen ausführlich behandelt. 

7) J. Schubert, Diss. Königsberfr 1886. 

8) F. Lindemann, Math. Ann. 22. p. 117—128. 1888. 

9) M. Lerch, Compt. rend. 1906. p. 1825. 
10) H. Hartenstein, Diss. Leipzig 1887. 
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bzw. e-*^", x^ und x^j sind also sogenannte periodische 
Funktionen zweiter Art 

Poincar^ betrachtet die Integrale der Gleichung (5) in 
ihrer Abhängigkeit von den Parametern q und g^ ; aus einem 
von ihm aufgestellten und bewiesenen aligemeinen Theorem^) 
geht hervor y daB die Integrale in nach Potenzen von q^ fort- 
schreitende und für alle Werte von q^ konvergente Beihen 
entwickelt werden können, deren Koeffizienten Funktionen 
von (p sind, welche außerdem den Parameter q rational ent- 
halten. Aus solchen Potenzreihen ergibt sich die folgende 
Formel zur Berechnung des Exponenten A: 

cos(Aw) = co8(y;r).[l - sio.w! , ^«)« '^1 +••• 

(.6)3) ^ 512g. (l q) 

. • / N r n 2 . (15g*-35g* + 8)7r . 

i+ s^Mg^)' [- legci-g^) 'g?+Tö24g'Tr -gy.(2'-g«) 'g? 

Für ganzzahlige q müssen wegen der verschwindenden Nenner 
Spezialrechnungen gemacht werden; so folgt z. B. für ^ = 0^: 

cos{hn) = l^^f- + ... 

Für die Astronomie kommt es hauptsächlich darauf an, 
ob h reell oder imaginär, also |cos(A!7r]{< 1 oder >1 ist. 
Im ersten Fall bleibt das allgemeine Integral der Gleichung 
für alle Zeiten in endlichen Grenzen und die durch das 
Integral gegebene Bewegung wird stabil. Ist aber A imaginär, 
so wird das aligemeine Integral für /=oo selbst unendlich groß. 

Hier ordnen sich nun die Funktionen des elliptischen 
Zylinders als diejenigen Grenzfälle ein, in denen |cos(A;r)|=»l, 
h selbst also = oder gleich einer ganzen Zahl wird. Dann 
gehen die beiden Integrale x^ und x^ in ein und dasselbe 
periodische Integral (p (t) über, das sich als solches durch eine 
Fouriersche Reihe darstellen läßt; für das zugehörige zweite 
Integral ergibt sich die Form 

(7) x = t.rf{t) + ^{t), 

WO auch tp {t) eine periodische Funktion bedeutet. Nun handelt 
es sich darum, beide Integrale für die Gleichung (4) wirklich 

1) H. Poincar^, 1. c. p. 230. 

2) H. Poincar^, 1. c. p. 284. 

3) H. Poincar^, 1. c. p. 236. 
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aufzustellen und die zugehörigen besonderen Werte des Para* 
meters q bzw. SB zu berechnen.^) 



§ 1. Das periodiBohe Integral. 
A. Die Reihen von Heine. 

Zur Gewinnung periodischer Integrale mache man nach 
Heine die folgenden vier Ansätze von Fourierschen Reihen: 2) 

oo 



(8) 



ffid) (y) = i «„ + 2 «„ • cos (2 n 9^) , 



n=l 



naoo 



®c3)(y)=^^^.cos(2n+l)9), 



nsO 
n=oo 



©'H9')=^y„.8m(2« + 1)9,, 



nsO 
nsoo 



®W(y)=2^^^.sin(2n9>). 



nal 



1) Anmerhmg: Es sei die Bemerkung gestattet, daß die Gleichung (5) 
sich auch als die Bewegungsgleichung eines schwingenden Magneten auf- 
fassen läßt, der durch die Direktionskraft q^ einer Suspension und durch 
ein zu seiner Ruhelage paralleles Wechselstromfeld 2 qi . cos (2 1) gerichtet 
wird. Beginnt der Magnet seine Schwingungen zur Zeit ^ » mit 
einem sehr kleinen Ausschlag, der als Einheit genommen werde, so 
zeigt die Rechnung, daß der Ausschlag nach der ersten Periode des 
Wechselstromes durch das cos (h n) der Formel (6) gegeben wird ; ist also 
der Ausschlag nach der ersten Periode des Wechselstromes kleiner als der 
Ausschlag 1, mit dem die Bewegung beginnt, so bleibt die Bewegung 
stabil; sie ist aber nicht periodisch; ist er gleich 1, so wird die Be- 
wegung stabil und periodisch; ist es > 1, so wachsen die Ausschläge 
mit der Zeit über alle Grenzen. Für jede Feldstärke qi kann das 
Moment q^ der Suspension so groß gemacht werden, daß die Bewegung 
stabil bleibt, d. h. daß in (6) co8(Ä7i) < 1 wird; dann kann q^ auch so 
reguliert werden, daß die Bewegung periodisch wird. 

Ist das Magnetfeld senkrecht zur Ruhelage, so lautet die Bewegungs- 
gleichung: 

-j7% + ^' 0? + 2 ^1 . cos 2 1 = . 

2) Die Rechnungen Heines findet man ausführlicher beiSärchinger 
und Schubert I.e. 



(8 a) 
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Dann folgen aus der Differentialgleichung 

(^) 0-(«'co8»y + ©)y = O 

die Reknrsionsformeln^) 

wobei zur Abkürzung: 

16 , X« + 2 » 
-^ = Ä, ^z 

gesetzt ist. 

Die Reihen (8) konvergieren nur für bestimmte Werte 
des Parameters 99 der Differentialgleichung und haben für 
andere Werte desselben keinen Sinn. Denn zunächst ist es 
für die Konvergenz der Fourierschen Reihen erforderlich, 
aber noch nicht hinreichend, daß die Koeffizienten a^, /9^, /^, S^ 
mit wachsendem n unendlich klein werden, daß also 

Ilimes a^ = , limes /?„ = 
««oo n=oo 

limes ^'^ = , limes ^„ == 

wird. 

Die cc^, /?„, y^, S^ sind aber, wie die Rekursionsformeln (8 a) 
erkennen lassen, ganze rationale Funktionen von S3, und es 
werden deshalb die Konvergenzbedingungen (9 a) zu trans- 
zendenten Bestimmungsgleichungen für den Parameter 93. 

Heine ^) untersuchte diese Gleichungen mit Benutzung 
Sturm scher Sätze und fand, daß jede von ihnen unendlich 
viele Wurzeln hat; für reelles x^ sind diese Wurzeln selbst 
reell; ferner sind die Wurzeln jeder Gleichung von denen 
der anderen verschieden; außerdem ergab sich, daß die 
Koeffizienten a^, ß^ y^j J^, wenn sie für n = oo verschwinden, 
mit wachsendem n so stark gegen die Null abnehmen, daß die 



1) J. Schubert, Dissert. p. 12, 22, 30, 37. 

2) E. Heine I. § 104. Nr. 5. p. 411. 
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Fouriersclien Reihen notwendig konvergieren; es wird für 
große n nach (8 a] 

(9 b) 1) _f[!^= -i ^ 

und 

limes -^^ = . 

Nach dem C au chy sehen Kriterium konvergiert somit die 
Reihe^lc^^l der absoluten Beträge der Koeffizienten und um 
so mehr die Fouriersche Reihe ^cc^»cos2n(p\ ebenso läßt 
sich die Konvergenz der anderen Reihen beweisen; man erhält 
also den Satz: 

Die Differentialgleichung (4) des elliptischen Zylinders gibt 
unendlich viele periodische Integrale^ wenn man ihren Para- 
meter 93 variiert; jedem dieser periodischen Integrale ist ein 
anderer Wert von S zugeordnet; ihrer durch (8) gegebenen 
Form nach lassen sie sich in vier Klassen teilen; die Integrale 
der ersten und zweiten Klasse sind gerade, diejenigen der 
beiden letzten Klassen ungerade. 

B. Die Reihen von Mathieu. 

Für eine numerische Berechnung der periodischen Integrale 
muß man unterscheiden, ob die Konstante x der Differential- 
gleichung (4) große oder kleine Werte hat Das von Heine 
angegebene und zum Existenzbeweis benutzte Verfahren, die 
Koeffizienten a^, ß^, y^, S^ zwischen immer enger werdende 
Grrenzen einzuschließen, ist für große x praktisch unausführbar 
und auch für kleine x ist es sehr umständlich. In diesem Fall 
sind andere Entwickelungen, welche Mathieu schon vor Heine 
aufgestellt hat, zur numerischen Berechnung sehr geeignet; sie 
schreiten nach Potenzen der kleinen Größe x fort, entsprechen 
also den Reihen der Astronomie. 

Die Annahme eines kleinen x z. B. x^l ist, wie die 
späteren physikalischen Betrachtungen zeigen, gleichbedeutend 
mit der Voraussetzung, daß die Wellenlänge der einfallenden 
elektrischen Schwingungen groß sei im Vergleich mit der 
Breitendimension des Schirms. 



1) J. Schubert p. 18. 
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Mathieu ist zu seinen Reihen durch sehr umständliche 
Rechnungen gelangt, da er gleichzeitig die Existenz dieser 
periodischen Integrale mittels Sturm scher Sätze zu beweisen 
suchte. Nimmt man die Existenz dieser periodischen Integrale 
als durch Heine bewiesen an, so kann man die Mathieuschen 
Resultate auf folgende einfachere Weise ableiten. Man schreibe 
zunächst die Differentialgleichung (4) in der für die Rechnung 
bequemeren Form 

Hierin setze man für die Funktion y die Reihe ein 
(IIa) y = F^{^) + x\F^[sf) + x^.F^ + ••• 

und mache gleichzeitig für den Parameter 93 den Ansatz mit 
unbestimmten Koeffizienten 

(Hb) » + -^ = - a^ - fli «2 - flj X* - . . . 

Dann ordne man die Differentialgleichung nach Potenzen von x 
und setze die Faktoren dieser Potenzen sämtlich » 0. Dadurch 
ergibt sich zur Bestimmung der Funktionen F^ (qp), F^ (y) . . . 
das folgende System von totalen Differentialgleichungen 

iF; ^a^.F.^Q, 

J P(' + a,.F^ = i. j^o-cos(2y) - a^.F,, 

^ ^ ^Z,"+ao.^; = i.^i.COS(2qp)-ai.^i-a,./'o. 

USW. 

Die erste Gleichung hat die Integrale 

^0 = COS (y V^) , F^^ sin (y y^) . 

Damit diese Integrale nach einem Umlauf um den Schirm 
wieder denselben Wert annehmen, also -fj) (?> + 2 :;r) == ^^ (qp) 
wird, muß a^ =s ^*, d.h. gleich dem Quadrat einer ganzen 
Zahl sein; somit ist F^ = cos(^qp) oder F^ = sin {ff (p). Das 
allgemeine Integral jeder folgenden Gleichung ist 

^.cos(^qp) + -B.sin(^qp) + tj , 

wenn 17 ein partikuläres Integral der Differentialgleichung be- 
deutet; man kann stets ^ = und B = nehmen und braucht 
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nur partikuläre Integrale zu suchen. Nun setzt sich das parti- 
kuläre Integral 17 einer Gleichung 

additiv aus den partikulären Integralen 17^ , % > » > der Glei- 
chungen zusammen: 

f + g^y = /i W) ; y" + 9^y- U W) asw. 

Insbesondere ist f&r 
(13a) y' + ^^5/ = C.co8(^ + «)9.; , =- C.^^|^tJ!^, 

(I3b) y'+.9^y = C.8in(j, + «)y; n^-C^^^, 

{13c) y'+^».y = C.C08(i,9>); , = + (?. »5|^, 

(13d) y' + <7».5/=,C.8m(yqp); ^ = _C.^^^^^. 

Mit diesen Formeln können wir in der Integration der 
Gleichungen (12) fortfahren und setzen zunächst F^ = cos(^9>]; 
dann folgt durch Substitution: 

J^l"+^^i?i = i.cos(^ + 2)9? + i.cos(.^-2)qp-ai.cos(^9>), 
es wird also nach (ISa) und (13 c) 

F T=^ CQ» ( ^ + 2) y cos (^ ~ 2) y _^ yeos(^y) 

1"" 16 (ür + 1) "*" 16 (ür - 1) 1' 2ür 

Damit dieses Integral periodisch werde, muß das letzte Glied, 
welches den Faktor 9) enthält, verschwinden, also ^^ = sein. 
Durch Substitution von Fq und F^ in die dritte Gleichung 
ergibt sich mit Benutzung von (13 a) und (13 c) 

F = cos (g - 4)<p cos(g + 4)(p 

2 512.(^-l)(^-.2) "^ 512.(^ + l)(5r + 2) 

cos (g g)) 



F^ wird periodisch, wenn 



a« =s 



2 82 ig* - 1) 

Indem man so beständig die den Faktor (p enthaltenden 
Glieder eliminiert, erhält man das ganze periodische Integral 
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und gleichzeitig die Potenzreihe des zugehörigen Parameters 93 ; 
es folgt für 

^14»; ^- 2 ^ 32(^«-l) öl92(p»- l)»(p«-4)"* 

/ \ . 2 f COS (a — 2) (B cos (a + 2) (D 1 

4 I COS (^ - 4) y cos (g + 4)(p 1 

"^ ^ l Ö12(^ - l)(g - 2) "^ Öl2(5r + Ij^^r + 2) J 

6 f C08((y-6)<p cos (^ + 6) y 

■^ * ' l 2iblß{g-l){g-2)(g-S) 24bl6{g + l)ig + 2)(g-hS) 

(g^-4g + 'I)cos(g'2)(p (gr» + 4.(7 + 7).cos(gr + 2)y 1 
m2,{g^''l)(g-iy(g-2)^ 8192. (y«- l)i^ + l)*.(5' + 2)J "^" ' ' 



(14b) 



"^ 8192 



Läßt man g die Reihe der ganzen Zahlen durchlaufen, so 
erhält man alle geraden periodischen Integrale , d. h. die 
Elemente der ersten beiden Klassen von Heine, die durch 
die Fourier sehen Beihen 

n=l n=0 

angesetzt wurden; hier sind die Beihen, wie es für die 
numerische Bechnung zweckmäßig ist, nach Potenzen von x 
geordnet; durch Umstellung ergeben sich die Koeffizienten a^,/9^; 
auch können diese Koeffizienten, wenn zuerst der Parameter S 
nach (14 a) berechnet wird, aus den Bekursionsformeln (8 a) ge- 
wonnen werden. Von den geraden periodischen Integralen 
kommen für das Beugungsproblem nur die Funktionen Q^^^tp) 
in Betracht; da später Entwickelungen nach diesen Integralen 
zu machen sind, so müssen die einzelnen Elemente dieser 
Klasse durch Indizes unterschieden werden; @i^\qp) sei das aus 
{14 b) für ff z=z 2 s zu berechnende periodische Intffral, 85, der 
zuffehöriffe Parameter; jedem 85^^^ entspricht ein anderes Koeffi- 
zientensystem a^; von einer ausführlicheren Bezeichnung a^^ 
kann jedoch abgesehen und die einfachere Bezeichnung von 
Heine a„ beibehalten werden. 

Man beachte noch, daß die allgemeine Entwicklung (14) 
wohl direkt für ^ = brauchbar ist; für^ > jedoch nur bis 
im Nenner der { } die Null auftritt; die Fortsetzung der Beihe 
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muß f&r die betre£fende Zahl g durch eine Speziahrechnung 
hergestellt werden; es wird ftir 



(158) 



2 ■ ' 82 82768 



(S<i) (9,)= 1 - ^ COS [2fp) + ^. cos (4 qp) 



- f 7.coa2<p eo86y \ 
■*"* 't 8192 ~ 73728 /■'"••• 



(15 b) 



5r_4, ^1 _ ^4 192 + 8Ö88944 * ^ • • • 

CO8 6<)0 



ffii^)(y)=C08(29,)+«».{^-22?^) + x* 



6144 

6 f ^ I 48.C084y C08(8y) | 
1 12288 "^ 884736 "^ 1474560 / "^ ' ' * 

Von ^ SS 4 an kann man die Entwickeiung (14) benutzen, 
wenn man noch die Potenz x^ berücksichtigt 

Zur Ableitung der periodischen Integrale der dritten und 
vierten Klasse hat man das obige Rechnungsverfahren mit 
Fq = sin [g q>) zu beginnen ; dann zeigt aber der Vergleich der 
Formeln (13 a) und (18 b), daß man die allgemeine zu (14) 
analoge Entwickeiung ohne weiteres erhält, wenn man in (14) 
den cos durch den sin ersetzt. 

Für 



X« ^2 X* (5 g^ + 7) x» 



»=-^-^2_ 



ist 



(16) 



2 ^ 32 (^* - 1) 8192 (g^ - 1)'» . (^« - 4) 

j Dmvy^p;-r* I 16(ür-l) 16(^ + 1) J 

4. X* I — ?^ ^^ " *^ ^ - -4- -^^ ^^ "^-^^ ^- l 
"^ l 512(y- l)(ür- 2) "^"512(^ + 1) (^ + 2)1 

/ sin (5^ - 6) 9 sin (y + 6) 9 



-t- X' 



I 



24576 . (^ - 1) (^ - 2) {g - 3) 24576 . (^ + 1) (^ + 2) 



(j)f'-4j)f + 7)Bin(^-2)y ( jy« + 4 gr + 7) sin ( jy + 2) y \ 

"^ 8192(ür«-l)(ür-l)(i|r-2) 8192 (5f«-l)(5f + l)M^ + 2) J "^ ' * ' 

Die Potenzreihe für den Parameter 9} der ungeraden Funktionen 
stimmt nur so lange, als die allgemeine Entwickeiung anwend- 
bar ist, mit derjenigen für die geraden Integrale überein; so- 
bald die Spezialrechnung einsetzt, zeigt sich ein Unterschied 
zwischen den zu denselben g gehörigen Parametern der geraden 
und ungeraden periodischen Integrale. ^ » 1, 8, 5 ... gibt 

2 



(16b) 
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die Integrale der dritten IQasse, ff ^2, 4, 6 ... diejenigen 
der vierten Klasse. Für das Beugungsproblem kommen von 
den ungeraden Integralen nur diejenigen der dritten Klasse in 
Betracht; ®?^(qp) sei das aus (lö) für ff = 2s + 1 berechnete 
periodische Inte ff red der dritten Klasse, 9^ ^ der zugehÖriffe Tara- 
meter; Spezialrechnungen geben für 

^ = 1; i8{?>= -4-1 + 1*« + -^-^ + . .. 

(16a) I •eo->(9) = sin^-g-sin3^+x*.{i^ + i^) 

Q J Bin 8 qp sin 5 (p sin 7 <p 1 
"■* ' l 28804 "^ "73728 "^ T89824 J + ' ' * 

[^=.3; 8?) = -4-9-^ + ^ + ... 
e?>(y) = 8in(3y) + x>{^^-i^) 

^ f -sing, 8in(7y) \ 
^ \ 1024 ^ 10240 J 

J sin qp 7 sin 5 (p sin 9 (p 1 

■^ * ' l 65586 ~ 1310720 "*" '2949120^ } + • • • 

Von ^ = 5 an wird die Entwickelung (16) brauchbar. 

C. Einige Hilfsformeln. 

Es erübrigt noch, einige Formeln abzuleiten, welche die 
Entwickelung einer periodischen Funktion nach Funktionen 
des elliptischen Zylinders ermöglichen. @ (qp) und @^ (qp) seien 
zwei periodische Integrale beliebiger Klasse, welche den Grlei- 
chungen genügen 

^^ - (x«co8V + »^)-<£^(9P) = 0. 

-^^fL _ (««co8> + a9J.(£,(y) = 0. 

Multipliziert man die erste Gleichung mit @,(9p), die zweite 
mit €^(9)9 so folgt durch Subtraktion und Integration 



d <p /« ^^' d (f) 



= («^-»,)-/e^(9')-®>My)' 
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Wegen der Periodizität der ^^{(p) und ^^(9) verschwindet die 
linke Seite; somit ist 

(17a) /®^M.e,(9)^y = 0, wenn »^S»,, 



dagegen hat für 83 » S, das Integral einen bestimmten Wert ; 
wir setzen 

2n 2n 

(Hb) ^.|[e(9>)]'rf9,-p</>; ^•f[^?\<p)\'d9'Pf'- 



§ 2. Das nioht periodisohe Integral. 

Auf p. 15 wurden die geraden periodischen Integrale als 
Potenzreihen von x dadurch abgeleitet, daß man bei der Inte- 
gration des Systems (12) die Rechnung mit f^lq))^ cos[g(p) 
begann und die Koeffizienten a^, o^, a^ ... der Potenzreihe 
Yon 93 so bestimmte, daß alle den Faktor <p enthaltenden 
partikulären Integrale yersch wanden; nun behalte man diese 
Koeffizienten a^, a^j a^ bei, fange aber die Rechnung mit 
Fq = sin {g (p) an ; dann treten Glieder auf, welche den Faktor (p 
enthalten und es ergibt sich zu demselben Parameter ein 
zweites nicht periodisches Integral, ftir welches die Heinesche 
Bezeichnung S iv) gebraucht werde. In dem besonderen 
Fall g^O muß, da sin^qp verschwindet, F^^fp gesetzt 
werden; man bekommt zu 9o^^ (p. 17) 



(18a) 



X» .. . X* 



8o^(y) = 9- l--^cos2y + -^cos4 9P + ... 



8 ^ • 512 

8x^ 
1024 



+ --sm 29 - _--8in4y + ... 



g = 1 gibt zu fdX 



(1) 



(18b) 



Si'^(9>) = sin2 9--g-8in(4y) 

4 f cp . C 08 2y sin 6 qp ] 

■^ * ["~i28 "^ "6144 J "*" • • • 



Man sieht, daß der Faktor q> mit wachsendem g in der 
Potenzreihe immer später auftritt; in den vorausgehenden 
GUedern stimmen die nicht periodischen Integrale der dritten 

2» 
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und yierten Klasse überein. Von y » 4 an kann man also die 
ersten Glieder der Entwickelung von gs ^ {(p) nach Gleichung (16) 
für ^ B 2 « anschreiben. 

Analog verfahre man zur Gewinnung der nicht periodischen 
Integrale der dritten und vierten Klasse. Durch Spezial- 
rechnung folgt 

■•"^'l 128 "+ 1024 ^ "3Ö72"/ + • • • 

»f (p. 18): 8f M = COS Bg> + x- [^ - ^^) 

(190) \ +^4|«'a7y epsyl 

(,i»"J 1 ^ l 10240 ^ 1024 I 



(19a) 



+ * l~r2s 



12288 "^ 65586 1810720 "^ 2989120 J * ' ' 

Von y :=s 5 an ergeben sich wiederum die ersten Glieder 
der Entwicklung ^^^{(f) aus {14b) für y = 2« + 1. 

§ 3. Darstellung der Integrale für imaginäres Argument durch 

B esse lache Funktionen. 

Im Vorausgehenden ist die Differentialgleichung des 
elliptischen Zylinders bereits vollständig integriert; die ge- 
wonnenen Darstellungen mittels trigonometrischer Funktionen 
sind zur Berechnung für reelles Argument (p = rj bei kleinen 
Werten von x sehr gut geeignet Wie sich leicht zeigen läßt, 
konvergieren die trigonometrischen Reihen des § 1 und § 2 
auch für imaginäres Argument ^ = 1 1; da aber die Funktionen 
sin(i|) und cos({|) mit wachsendem | unendlich groß werden, 
sind diese Reihen nur für kleine | numerisch brauchbar. Für 
imaginäres Argument eignen sich besser Reihenentwickelungen, 
welche nach Besselschen Funktionen fortschreiten und von 
mir im folgenden mit Benützung der periodischen Integrale (£ (17) 
abgeleitet werden. 

Zunächst seien die für die Entwickelung nötigen Formeln 
über Besselsche Funktionen zusammengestellt. 

Die Besselsche Differentialgleichung 

(2») S+l-lf+(i-*)i'-» 
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hat bekanntlich die Integrale 

(20a) /„(x) = -^r^ . |1 - 2(2^^ir2) + 2.4.(2» + 2)(2n+4) + ' ' T 

1 

n — a \x ) ' s! 



(20 b) 



» = n — 1 

n! '^ 

««0 



00 



- yx- 1) 






ß n + 2 g 
« (n + «) 



••'in-2«(^)« 



/^(jr) ist die einwertige Besselsche Funktion erster Art, 
y^{x) die mehrwertige Funktion der zweiten Art, wie sie 
C. Neumann ^) definiert hat; letztere wird für jr =■ unend- 
lich groß. 

Für das Beugungsproblem koinmt neben der Funktion J^ (x) 
aus später zu erörternden Gründen nicht die Funktion J^ [x) in 
Betracht, sondern die Hankeische Funktion 

(20c) Xr„\ ; n\ / • 2 «^ ^' 

1 P„(x)o.r„(*)-(ln2-c)/„(x), 

wobei c = 0,5772 die Eolersche Eonstante bedeutet. 
Für sehr große reelle und positive x ist 



(20 d) 



/ ./ 2n + l 



) 



Fär sehr große n und unendliche x ist 



(20 e) 






1) Encyklopädie IIA 10. (68) und Gray and Mathews, Treatise 
on Bessel Functions p. 28; Nielsen bezeichnet in seinem Handbuch der 
Theorie der Zylinderfunktionen (p. 11) die Kombination (2/7f)y„(x)- 
2ln(ln2 — c)Jn(x)y welche sich im oo einfacher wie Yn(x) yerhfilt, als 
die Neu mann sehe Funktion. 
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Jede Besselsche Fanktion genfigt den Rekorsionsformeln 

(21 a) C, (X) = ^ . [C,_, {X) + C,^, (X)] , 

(21b) 2.4§L = (>._,(*)- C.^,(,). 

Ferner gilt das Additionstheorem ^) 

ra,(V^):(V^)- = 2-.-(^ 

(22) 

•2(- !)■"(» + '«)^.+.(*)-^.+.W-^.,«(co80), 

wenn co = ä* + 2ä . c . cos + c* ist und ^„,^(co8 0) die ans 
den Entwickelangen yon 

ln(l — 2xcos0. +x*), (1 — 2jrcos0 + jr«)-«, n>0 

definierte ,,Kagelfunktion höherer Ordnung'^ bedeutet.^) 
EiS ist speziell 

I ^o,m(co8 0) = cos(in0):m, 

^ ^ t Zi,„(cos0) = 8in(m + l)0:8in0. 

Wir brauchen noch die Integrale^) 
(24a) e/2^(jr)= 2 1 cos (jr cos ly) . cos (2 « iy) (^ i; 



27t 

(24b) = — - / cos (j? sin ^) cos {2nfj)df], 



2» 

(24c) *^in+ii^) = -i^ I sin (x sin i;) sin (2n + 1) ^ ^^ • 



Nun sei t<(|, i?) ein Integral der partiellen Differential- 
gleichung 



1) Nielsen, Handbuch p. 280; im allgemeinen muß 6 ^e sein; 
diese Bedingung fällt für die Funktion Jn(x) weg. 

2) Encyklopädie II A. 10. p. 731; Nielsen p. 877. 
8) Nielsen p. 60. 
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II s ^»M SS COS {x cosh I cos iy) + i . sin [x cosh | cos tj) ; 
(25) ^ ti ssr «<'< y SS cos (x sinh | sin 17) + t. sin (x sinh | sin 17] ; 

M = /Q(xr); 6/j(xr).sini?'; /j (xr)cosi9'; /^(xr).sin2i9'. 

Diese Funktionen sind überall endlich und stetig. 

Wir denken uns eine solche Funktion u{^^fj) nach Funk- 
tionen des elliptischen^Zylinders entwickelt und setzen 

(26) «(l,^)-2«.-Ä;(|).e.W, 

wobei die Summierung über sämtliche periodischen Integrale @(^) 
sich erstrecken soll. 

Wenn man nun den Ansatz (26) mit einem periodischen 
Integral @^(^) multipliziert und zwischen den Grenzen Null und 
2n integriert, so ergibt sich aus (17 a) und (17 b) 

(27) -^Ju%n)(i,{fj)dfj^a^.p^.S{i); 



das auf der linken Seite stehende Integral ist also dem SU) 
proportional und genügt somit der Gleichung 

(4 b) -J|- + (*» C08«h I + fö,) S{i) - , 

wenn S3^ der zu (£^ gehörige Parameter ist. 

Indem wir die zu (S,{fj) gehörige Fouriersche Reihe in 
das Integral (27) eintragen und über die einzelnen Glieder der 
Reihe integrieren, erhalten wir für die periodischen Funktionen 
des elliptischen Zylinders Entwickelungen, welche nach B es s ei- 
schen Funktionen fortschreiten; zunächst ergeben sich die 
Reihen von Heine, Särchinger, Schubert. Dann gewinnen 
Ydr eine neue Darstellung der periodischen Integrale, deren 
Form den Untersuchungen Lindemanns entspricht. Aus 
den Reihenentwickelungen der periodischen Funktionen folgen 
nach Heine solche für die nicht periodischen Funktionen des 
elliptischen Zylinders, wenn man die /„ durch die Q^ ersetzt; 
diese Substitution gibt schließlich auch Reihen, welche einen 
größeren Eonvergenzbezirk als die Heine sehe haben und bis 
zum Rand des flachen Schirmes unseres Beugungsproblems, 
d. h. für kleine |, numerisch brauchbar sind. 
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Die Möglichkeit der Entwickelnng einer überall endlichen 
und stetigen Funktion nach Produkten S{i)>®{i]) wurde hier 
vorausgesetzt; da sie nicht bewiesen ist, kaim die direkte Ab- 
leitung der Reihen aus der Di£FerentiaIgleichuDg nicht ent- 
behrt werden. 

§ 4. Das periodlBohe Integral. 
A. Der ersten Klasse. 

Man setze 

1. US cos [x x) =3 cos (x cosh | cos 17) , 

dann wird nach (27) 

S = — — / cos {x cosh I cos fj) . &^{fi)dfi . 


Nun ist 

folglich 

S{i) = 2-^o--2^/ (^os{x cosh i COS fj)dfj 



+ ^ a^ • — — / cos [x cosh | cos rj) .cos{2nfj)df] j 

somit nach (24 a) 

(28a) 5(1) = \(^,J,[7ccosh^) + 2(-l)".c.„./2„(«cosh|). 

na 1 

2. « = cos (x ?/) = COS (x sinh | sin 17) , 

S = -^ — / COS {x sinh | sin rj) . ®^^ (?/) ^^ 


2jr 



= iS • -^V / COS (x sinh I sini;) fl{ ^ 



+ ^^n'~ö — /cos(xsin|sinhfly)cos2nfl7rfi;, 

« = i "^ 
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n M oo 



also nach (24 b] 

(28b) S{i):=^^u,.J,{xBmhi) + ^a^^.J,^{xsijihi). 

Die Reihen (28a] und (28b] haben Heine und ausführ- 
licher Särchinger aus der Di£Ferentialgleichung (4] abgeleitet. 
Schubert hat ihre Konvergenz bewiesen. 

3. u^J, (xr) ^ /q (jl/e*^ + 2 C082 ^ + g-^g) , 

Nach dem Additionstheorem (22] und der Formel (28] 
wird für 



•^o(«'-)='^o(|«')-^o(|*-*) 



mssoo 



mal 

Man multipliziere diese Ent Wickelung mit 

e^'n^) = iao + 2««cos(2n^] 

1 

und integriere zwischen Null und 2n\ da 

2 rt ( Of wenn wi S n , 

n, wenn m = n > 0, 
2 ny wenn n = n = , 

2» 



I cos (m ar] . cos [nx)dx = 



so folgt 



(28 c] 



'^=lV-/'^o(^0-®^^^(^)rf^ = iV-^o(|^^)-«^o(^ 





n BB oo 



+2'(-i)"-«..-^«(y«*)^.(I«-*)- 

um diese Reihe direkt aus der Differentialgleichuug (4 b] 
abzuleiten, setze man 



oo 



1 



limes 

n = oo 
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Nun geben die Rekursionsformeln (21) durch eine längere 
Rechnung die Relation 

durch deren Benützung man die Rekursionsformel (8 a) erhält. 
Aus den Formehi (9 b) und (20 a) folgt 

^-^» »limes/ ^ ^) = 0, 

somit ist die Reihe (28 c) konvergent. 

Ersetzt man in den Reihen (28a)> (28 b), (28 c) 1 1 durch 17, 
so erkennt man ihre Periodizität; es stimmen also diese Reihen 
bis auf einen konstanten Faktor mit der Fourier sehen Reihe 

00 

Überein« 

B. Für die dräte Klasse ist 

n = 

1. tt BS sin (x.v) s= sin {x sinh | sin rj) 



gibt 



2^ 



2* =-5 — / sin{xy),(i^^{f])di] 





2n 



= ^^«•-2^ / 8in(xsinh|sin^)8in(2n+ i)vdf]j 



n = 



also nach (24c) die Yon Heine aus der Differentialgleichung 
abgeleitete Reihe 

(29) Ä-2y„-^,„+»(«8inh|). 

n = 

2. M = -|- . /j (x r) sin t?" = ^ . _jj?i!2 . sinh | . sin ^ . 



8 1^^ 8 



Aus dem Additionstheorem (22) folgt 



m ^ 00 



.Äj„(co8 2i7), 
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somit 



(30) 



2n 



Ä =-i- r-^./i(«r)8in^.ffi<»>(i?)rffl 



m SB oo 



= 8mh|2'y-'*'i+«(|*^)*'i+«(Y^'"^)' 



wenn 



oo 



ms=0 



2jk 



y;=.(-l)'».(m+l)2' 



y„.^/Zi,^(co8 2i7)8ini7.8m(2«+l)i?rfi7. 



Nach der Formel (23) wird 

Bin (2m + 2)17 



smr].K^,^{cos2r])^ 



2 . cos 17 



= 8in (2 m + 1) 1? — sin (2 m — 1) 1? + 8m (2 m — 3) 7; + . . . 

Nun multipliziere man mit sin (2 n+ 1)17 und integriere 
zwischen Null und 2 n mit Benützung der bekannten Relation 



2n 



!' 



sin (m x] sin [nx)dx 



= 0, wenn m § n , 

= itj wenn m =^ n > . 



Hierdurch erh&lt man 

rm = (»» + i)[yo-yi + y2---- + (- !)"*•/«] 

m = 

Ä= 8inh|.2('" + i)[yo-yi + ••• + (- i)"'yJ 



(30) 



^i.«(|'*)-^x.,(|«'-^) 



die Reihe (30) läßt sich direkt aus der Di£Ferentialgleichung (4 b) 
ableiten und zwar zunächst in der Form 



00 



s=^{-^r-r.'K, 



n»0 



^»^-^-d-V-^T'*)--^-!!'^)-^-.!!!-^) 
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Durch Substitution in die Differentialgleichung (4 b) folgt 



oo 





Mit den Formeln (21a), (21b) läßt sich nun durch eine 
längere Rechnung die Relation beweisen 

deren Benützung für die y^ die Rekursionsformeln (8 a) ergibt. 
Durch Anwendung der Formel (21a) erhält man für die 
Funktionen F die rekurrente Relation 



•]• 



«»n+l = •'«+1 (y «*) • •''»+1 (y «-*) 

und die E^ntwickelung 

r, = |8inh|[(n + l)r.^, + (n + 2)r.^, + . 

Es wird also 

S = ^sinhl [yo(»„ + 1 »i + 2 », + 3 o, + . . .) 

-yj.{lt;i + 2ü, + 3rj+...) 
+ yj(2», + 3r, + ...) 

= ^ sinh I [»« ro + 2 »1 (To - n) + 3 »3 (/o - n + ^2) + • • -1 

00 



= Asinhl^'^n-^l+n' 



d. h. bis auf den unwesentlichen Faktor 8/x die Reihe (80). 
Für große n ist y« • A-i = 1> i^^^ folgt aus (20 e) 



limes 



Tn-l ' ^n 



= limes — r-T = , 



flBOO 



16 n' 



somit ist die Reihe (80) konvergent 

Die Reihen (29) und (80) werden periodisch, wenn man t| 
durch fj ersetzt; sie sind also bis auf einen konstanten Faktor 
identisch mit 



oo 



y .sinh(2n+ 1)|. 
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Anmerkung. Durch analoge Rechnungen gewinnt man für 
die periodischen Integrale der zweiten und vierten Klasse Ent- 
wickelungen der Form 



S-oo.h|._2'Ä-'i„(-|-')-',..( 



n«0 



oo 

Ä-8inh|.co8h|.24'./,^,(|*f)..^,^.(|ef) 



Liese Reihen entsprechen zusammen mit (28 c) und (30) 
genau den von Lindemann am Schlüsse seiner funktionen^ 
theoretischen Untersuchung angegebenen Formen der periodischen 
Integrale: G^{z)\ ^z.G^{z)\ f/l - z . Gg («) ; ]/z (1 - r) . 0^ (z\ 
wobei 2 = cos^qp ist und 0^{z), 0^{z), ö^sW» ^4^ ga^^ze 
transzendente Funktionen von z bedeuten. Eine ausführlichere 
Darstellung dieser Entwickelungen nebst ihrer direkten Ab- 
leitung aus der Differentialgleichung (4 b) werde ich ander- 
weitig veröffentlichen. 

§ 5. Das nicht periodische Integral. 
A. Der ersten Klasse. 

1. Wie bereits bemerkt, haben Heine und Särchinger 
die Reihen (28 a) und (28 b), welche das periodische Integral 
der ersten Klasse darstellen, aus der Differentialgleichung ab- 
geleitet und zwar benützten sie dazu die Rekursionsformeln (21) 
der Be sseischen Funktionen. Da aber diese Formeln nicht 
bloß für die Bess eischen Funktionen erster Art gelten, so 
bleibt die Differentialgleichung erfüllt, wenn man in (28a) 
und (28b) die Funktionen 7^{x) durch die Q^ix) ersetzt, und 
man gewinnt für das nicht periodische Integral der ersten 
Klasse die beiden Hein eschen Entwickelungen: 

(31a) Ä = iao-«o(^cosh|) + 2(-l)«.e^„.(2a»(^co8t|), 



oo 



(31b) Ä = iflfo-^o(^8i°'^S) + S^n-^2»(^sinh|). 



fiÄ. 
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Diese beiden Darstellungen unterscheiden sich voneinander 
und Yon dem nach § 2 berechneten 3(2|) durch einen kon-* 
stauten Faktor und um ein Vielfaches des periodischen Inte- 
grals (28a) oder (28b). 

Nach Untersuchungen von Schubert divergiert die Reihe 
(31a), wenn man t| durch tp ersetzt^ für {cos9>| < 1, also in 
der komplexen Ebene ^ == 17 + f | der Fig. 2 innerhalb des 




Fig. 2. 

schraffierten Bereiches, welcher aus dem Einheitskreis der 
2r-Ebene durch die Abbildung z = cos (p entsteht. Die Reihe 
konvergiert für | cos ^ | ^ 1. 

Die Reihe (31b) divergiert für {sin^/j < 1» also innerhalb 
des schraffierten Bereiches der Fig. 8, welcher der Abbildung 




Fig. 3. 

z ^siiKf entspricht; außerhalb desselben und auf dem Rande 
ist sie konvergent. 

Nun ist aber die Funktion S(^), wie man schon aus der 
Darstellung des § 2 sieht, fiir alle endlichen (p selbst endlich 
und stetig. Ss liegt somit der Grund dafür, daß die Reihen 
[31 OL) und (31b) ein begrenztes Konvergenzgebiet haben^ nicht im 
Verhalten der Funktion f$ [q)\ sondern in der Art der Darstellung 
durch Untwickelungsfunktionen, die in den Mittelpunkten der 
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schraffierten Bereiche, d. h, in den Nullpunkten von eostp bzw. 
sincp unendlich groß werden.^) 

2. Wir erhalten nun auch eine in der ganzen 9; -Ebene 
konvergente Entwickelung für das nicht periodische Integral, 
wenn wir in (28 c) die Funktionen Q^ einführen; es folgt ^ 



|«-T'«.-«.(l'')-^.(l'-) 



(32) 



nsBOo 



+2 



I 

(-l)»««-««(l'*)-^„(l«-«) 



Diese Reihe genügt ebenso wie (28 c) der Differentialgleichung 
und sie konvergiert für jeder^ Wert von |. Wir schreiben tp 
statt t| und machen den gewöhnlichen Gauchyschen Eon- 
vergenzbeweis 



Un 


- 




• 



(y«-'-) ^.(l«-'") 



<?.(y« 



1) Die eben betrachteten Konvergenzverbältnisse lassen sich durch 
ein hübsches Beispiel Pringsheims illustrieren, das ich einer Mitteilung 
von Herrn Professor Sommerfeld verdanke. Man betrachte die Ent- 
wickelung 




1 + « 



1 + 



% 



1 - 



1 + * 



J^nr^erffonjB 






1 +* 

+ (TfT)'+- 

Die Reihe divergiert, wenn 

y^|>l; |*«|> 1(1 +*)»!; 
aJ* + y* >(1 + «)• + y^ , 

FQr a; > - I stellt die Reihe die reguläre Funktion 1 + » dar; da aber 
die Entwickelungsfunktionen im Punkte « » — 1 Pole haben, so wird die 
Reihe für o; < — -^ divergent, also schon in endlichem Abstand vom sin- 
gulären Punkt » b — 1, genau wie oben. 

2) Wenn man in (28 c) alle J« durch die Qn ersetzt, entsteht eine 
Reihe, welche zwar die Differentialgleichung formal befriedigt, aber für 
jedes ( divergiert. 
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Nnn ist nach p. 18 



»■ + 1 



16(« + 1)« ' 



somit nach (20 e) 

n-oo «• 16(n+l)* 

f&r jedes endliche (p. 

Die Entwickelungsfanktionen Q„(«/2tf"-»v) werden hier 
nirgends unendlich groß, da das Argument e^^'p f&r kein end- 
liches q> gleich Null wird. 

Die Reihe (32) ist zur numerischen Berechnung sehr gut 

geeignet; sie soll im folgenden mit S<^^(2|) bezeichnet werden, 

wenn das System des Koeffizienten a^ zum Parameter 99«^^ 
gehört. 

B. Das nicht periodische Integral der dritten Klasse. 

1. Zunächst ergibt sich nach Heine ein nicht periodisches 
Integral der dritten Klasse, wenn man in (29) die Besselsche 
Funktion «^ „ + 1 (« sinh |) durch 63 „ + 1 (^ sinh |) ersetzt ; also 



nasoo 



(33) 



n«0 



Diese Reihe bat den Eonvergenzbereich der Fig. 3, da die 
Funktion Qj^^^(xsinh|) in den Nullpunkten von sin(p unend- 
lich groß werden. 

2. Analog der Entwickelun| (32) bekommen wir durch 
Einführung der O in die Reihe (30) 



(34) 



msoo 



OT=0 



/m = [ro - /l + r« - ••• + (- l)"rj. 

Diese ReUie genügt ebenso wie (30) der Differentialgleichung; 
sie konvergiert für | > ö; d. h. oberhalb der reellen Achse der 
komplexen Ebene 9> = ty + 2 1 ; es folgt nämlich, indem wieder t| 
durch ff versetzt wird: 

limes(M^^j : mJ = «2»> — e^ifi"^ ^ 

also < 1, wenn g > 0. 
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Die Reihe (34) soll im folgenden mit Sf^(i£) bezeichnet 
werden y wenn das System der Koeffizienten y^ zum Para-» 
meter 89^^^ gehört Sie ist zur numerischen Berechnung für 
alle |>0 brauchbar; da das periodische Integral (S^'H^I) 
für 1=0 versdk windet^ so kann3^'*^(0) nicht Null sein; es wird 
also für I =3 die Reihe (84) unbrauchbar; da sie schon für 
kleine | weniger gut konvergiert, ist es für die praktische 
Rechnung zweckmäßig, den Wert im Nullpunkt anderweitig 
zu bestimmen. 

Es seien ^^ und S^ zwei Integrale der Differentialgleichung 

^•f + (x«cos«h| + ©)Ä-0; 



dl 

da diese Differentialgleichung den ersten Differentialquotienten 
dSld^ nicht enthält, wird nach einem allgemeinen Satz aus 
der Lehre von den Differentialgleichungen^) die Funktional- 
determinante 

'^ dS ""« di 

Nun seiSi identisch mit der Entwickelung (84), also Si~ S^^M^I) 
und Sj identisch mit dem Integral (80); dann ist ^^l^)^^' 
somit 

Aas (80) folgt 



00 



(m-.-2^--K-(i)r 



«-0 

um C zu berechnen, lasse man | unendlich groß werden ; 
benützt man die für die Besselschen Funktionen geltenden 
asymptotischen Darstellungen (20 d), so ergibt sich nach einer 
längeren Rechnung 

und somit 



X« 






1) B. Fricke, Vorlesungen über höhere Math. p. 852. 

8 
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Ammerkmmg, Fir äe sii^a::: perfkitiäac&ea lolc^nle der 

uretÄU Bcsii 7l*rt«i Kjwae «rseböi «cä «ife EoiwicfeiBB^ai 

■X. 



1-2^^^*^- ±*'''^»- f 



=^=%iiih|©o«h|-^^^ 0^^, ^^'^ /.3 ^^-" 



ILL KapiteL 
Das 



■'!7 




Die matLematische:^ E:.tTr;ckeIiisgen des Torans^henden 
Kapitek eriLoglicfaeii es, die Bedexion einer ebenen Welle an 

einem Schirm Ton ellip- 
) ^*^ \ tischem Qaerschnitt za be- 

rechnen. Die ebene Welle 
^ y bewege sich in Richtong 

der T- Achse Ton + T nach 
— T\ ihre elektrische Kraft 
~^ ^^ sei also durch dai reellen 

oder imaginären Teil des 
Aosdracks g^eben: 

Flg. 4. = Jf.[cos(jry + fii^) 

+ isin(jry + ö>t)]. 

i/ ist die Ampiitade der elektrischen Schwingung; femer 
iHt o; « c . X, wo c die Lichtgeschwindigkeit bedeutet 

Die Wellenlänge folgt aus xA = 25r, iL = 2a:x. Ist also 
X ^ 1 , so wird A ^ 2 5r ; für x = 1 wird die Wellenlänge n mal 
so groß als die Entfernung der Brennpunkte des konfokalen 
elliptischen Koordinatensystems. 

Nun setzen wir in dem obigen Ausdruck för die ein- 
fallende ebene Welle 

y = sinh | . sin ^ 

und entwickeln ^.««sinhisiniy x^(^ den Funktionen des ellip- 
tischen Zylinders; dies läßt sich leicht ausfuhren, da im 
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Kapitel II § 4 sowohl co6 [x sinh | sin tj) als sin {x sinh | sin rj) zur 
Integration der Differentialgleichnng des elliptischen Zylinders 
benutzt und so die Darstellungen (28 b) und (29) der periodischen 
Integrale gewonnen wurden; es empfiehlt sich jetzt, statt der 
dortigen allgemeinen Bezeichnung S die folgende speziellere 
einzuführen: 

(28 b) ei^^ (i I) = y - . Tcos {x sinh | sin tj) . ®1^^ [ij] d rj . 



u 

2n 



(29)^) e?^(i|)= I • fsin{xsmhismf]).®f\f])dfi. 



Setzt man') 

«bOO 

so folgt durch Multiplikation mit @i^^(i7) und Integration 
zwischen den Grenzen Null und 2 7t nach (17 b) 

--\- .y^cos {X sinh I sin v) . «i^^ (^;) ^^7 - «. .;>1'^ . S?^ (i|) , 
also nach (28 b) 

1) ©i^^ (f f) und ®f ) (i f) stimmen mit J «o + 2 «« • cosh 2 n f biw. 
'S /n • sinh (2 n + 1) | nur bis auf einen konstanten Faktor überein. 

2) Ein allgemeinerer Ansatz, der auch die Funktionen der zweiten 
und yierten Klasse enthält, reduziert sich auf den obigen, da 

2jk 2n 



wird. 

8* 



— 36 



ebenso ergibt sich durch Multiplikation mit (^^(17) und Inte- 
gration zwischen Null und 2n 



u 



und nach (29) 



/ . • (3) 

= t:p) • 



Wir bekommen somit als Entwickelung der einfallenden 
ebenen Welle nach den Funktionen des elliptischen Zylinders 
den Ausdruck: 



' g __ jj/"^ g»(x8inh|ain»7+a>0 



(35) 



«SS 00 



= jif.«*«".{2'-Ji)-e^''(«l)-e"'('?) 



00 



Ä=0 ^« 



wobei die 



i(i) 



;(3) 



.(1) ^(3) 



(1) 



;(3) 



C^W, er(i7), pi^ pr, e^(^-S), er(«S) 



nach (14), 16), (17 b), (28 b), (29) zu berechnen sind. 

Die Welle Z^ soll nun von einem Metallschirm reflektiert 
werden, dessen umriß mit einer Ellipse vom Parameter |^ zu- 
sammenfalle. Es sei Z die elektrische Kraft der gebeugten 
Welle und werde Z = Z^ + Zg gesetzt; Zj, welches die elek- 
trische Kraft der reflektierten Welle bedeutet, bestimmt sich aus 
den am Schirm zu erfüllenden Grenzbedingungen und aus der 
Forderung, daß es im unendlichen eine vom Schirm weg- 
eilende Welle mit verschwindender Amplitude darstellen soll. 

Wir setzen 



(36) 



Z,= 



e»o>'.< 



00 



^A,.g<^>(.-|).e<^^,?) 




00 



+ ^B,.3f(i|).e?(i?) 





f 
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wobei die 5i^^(i|), Sf^(«|) durch die Eeihenentwickelungen (32) 
und (34) gegeben sind: 



f Si^'l) = i«0«o(;-*)-e/o(|.-^) 



(32) 



oo 



+ 2'(-i)"««-«»(y^'^«(t«-*) 



oo 



(34) Sf (^•|) = 8mh|.^y;.(2,^„(; ,f).^^^^ (».«-*) . 

ü 

Da diese Entwickelungen nach den Hankeischen Funk- 
tionen Q^ fortschreiten^), so geht Z^ für sehr große | in eine 
vom Schirm fortlaufende Welle über; nach (20a) ist nämlich 
für 1 = 00 

ferner nach (1) ((x/2)e^) = dem Radius r, somit nach (20 d) 
Si'* (I) = I «0 . «0 ( 1 «*) - 2" «0 . «0 i» r) 



and 



.1 ,/ n -«("'•-r) 

2 [/ 2xr 

Si^)(||)e»-~'=gi^^(l|)e»'''<"= -P<^"«!!_.tf^iH(r-cO. 



Y * 2 Y ^ _ _ , 



Eän durch r — c ^ = gegebenes Maximum verschiebt sich 
also mit Lichtgeschwindigkeit in Richtung des Radius. 
Ferner wird für große | 

8inh|./j(|-tf-f) = 
sinhl./^^^^g c-*j = 0, m = 1,2,3 ..., 

S^3^*S) = y6-|-ex(xr)=.r^|yY^y-^"'(''^""^^^^ 

"l/r 

Wegen des Faktors 1/}^ verschwinden 5i^^(«g) und gf (i|) 
und folglich auch Z^ im Unendlichen. 



1) W. V. Ignatowskj, Ann. d. Phys. 18. p. 500. 1905. 
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Die Eonstanten A^ und B, ergeben sich aus der Gfrenz- 
bedingung am Schirm; da wir die Leitfähigkeit des Metalles 
unendlich groß annehmen, so dringt die Welle nicht in das 
Metall ein und die Grenzbedingang verlangt^ daß die elektrische 
Kraft der gebengten Welle an der Oberfläche des Schirmes 
verschwinde, d. h. daß für 



sei; somit 
= tf****' 



| = li z = z, +z, = o 



oo 



2'(^-^-el'^(«lx) + A.. 8i'>(.|,)l Q:'^\v) 



oo 



+ 2ii^- '^r<^'^'{iir)+Q.-^f\iii)]^'''M 



* = 



p?' 



Hieraus 



(37) 



py 

B.= -i|.®f>(.-|,):5f(«-|i). 



Durch Substitution dieser Werte in (36) folgt 



(38) 



Z «= J/. «»*"'. 



gi H sinh I sin 17 



«SOO 

_ V 



&. WO 






«=00 

. = ^' 



' '^f\n.)'^l^-'€\ri) 



^füU) 



Dieser Ausdruck enthält die Lösung unseres Reflexionsproblems. 
Denn der Ableitung gemäß genügt Z den Maxwellschen 
Gleichungen; ferner verschwindet Z an der Oberfläche des 
elliptischen Schirmes^ während es in großer EIntfemung vom 
Schirm eine in Richtung der y- Achse fortschreitende Welle 
darstellt. Z gibt die elektrische Kraft der gebeugten Welle. 
Die magnetische Kraft ^^ , §^ berechnen sich mit Hilfe von Z 
nach den Maxwellschen Gleichungen (2c); es wird 
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Ä cu dZ 

(8«) ^ ^ _ 0^ ez 

Ein numerisohes Beispiel. 

Wir wählen |i == und x = 1. Für g^ = geht der 
elliptische Zylinder in einen unendlich dünnen Blechstreifen 
über, dessen Breite nach Fig. 1 gleich zwei Längeneinheiten 
ist. xsl gibt die Wellenlänge X=^2n; es wird also die 
Wellenlänge gleich ;rmal der Breite des Schirmes. 

In dem besonderen Fall |i =» vereinfacht sich der Aus- 
druck (38) der gebeugten Welle ganz erheblich, da nach (29) 
alle ungeraden periodischen Integrale der dritten Klasse (£if^(t|J 
für Ij = verschwinden; man braucht also nur die Integrale 
der ersten Klasse zu berechnen. Die Winkelfunktionen (Si^^ {rj) 
wurden nach den Mathieuschen Reihen (14) berechnet; ihr 
Wert ist kleiner oder nur wenig gröBer als 1; es ergab sich 
femer 

;,^^> = 1,0078 ; p^P = 0,5041 ; j^^^ - 0,5002 . 

Die Funktionen ffi?^(«|i) sind reell und zwar ist für |j = 

C(»li) = 1 ; ffii'^t Si) « 0,0625 ; (£?>(i|i) = 0,000327 . 

Wegen der raschen Abnahme der (^^^ {i |^) kann man sich 
praktisch auf die ersten drei Glieder der Reihe beschränken. 

Die Funktionen 5i^^(i|) und &i^^(i|i) werden komplex, da 
es die Hankeischen Funktionen Q^ sind. Die Module der 
Brüche 5i^^(«|):Si^\i|i) haben f ür | = 1^ den Wert 1, nehmen 
mit wachsendem | ab und verschwinden für | » oo. 

Nun ist Z in seinem reellen und imaginären Bestandteil 
zu trennen; der reelle Teil gibt die Beugung der ebenen Welle 
cos(x sinh| sini7 + eo^), während der imaginäre sich auf die 
ebene Welle sin {x sinh | sin 17 + q> ^) bezieht. Da die letztere 
bis auf einen zeitlichen Phasenunterschied mit der ersteren 
übereinstimmt, kann man sich auf den reellen Teil beschränken. 
Wir schreiben denselben in der Form 

SR (Z) = M. [F, (I, ri) cos (co t) + F, (|, t/) . sin (q> <)]. 
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Die folgenden Tabellen enthalten die Werte, welche die 
Funktionen -F^d, iy) und ^jd»^) ^^^ ^^^ 7- Achse vor und 
hinter dem Schirm, sowie auf der Z- Achse, d. h. in der 
Ebene des Schirmes annehmen. Die danebenstehonde Zahl 
/= 100[F^^ + F^*] gibt die Intensität der Schwingung, d.h. 
das Quadrat der Amplitude in Prozenten der Intensität der 
einfallenden Welle. 

I. Vor dem Schirm; 17 — 71/2; r = sinhl. 



0,466 

0,663 

1,12 

1,73 

2,29 

2,83 

3,35 

3,87 

4,89 

4,90 



0,466 

0,663 

1,12 

1,73 

2,83 

8,87 



1 

1,2 

1,5 

2 

3 

4 




F, 



0,051 
0,064 

- 0,008 

- 0,200 

- 0,394 

- 0,509 

- 0,532 

- 0,344 
-0,050 
+ 0,219 



-0,749 
-1,039 
-1,492 
-1,624 
-1,254 
- 0,588 
+ 0,173 
+ 0,872 
+ 1,32 
+ 1,38 



56 

108 

223 

j 268 

I 173 

61 

I 81 

88 

174 

196 



5,41 
5,92 
6,42 
6,93 
7,43 
7,94 
8,44 
8,94 
9,45 
9,95 



+ 0,483 
+ 0,638 
+0,644 
+0,464 
+ 0,198 
-0,143 
- 0,459 
-0,669 
-0,717 
-0,589 




+ 1,12 

+ 0,579 

-0,100 

-0,749 

-1,17 

-1,31 

-1,13 

-0,669 

-0,052 

+0,570 



n. Hinter dem Schirm; 17=— 7i/2; r=« 8inh|. 

2,4 

9,4 
16,3 
26,0 
34 



0,051 


+ 0,147 


0,054 


+ 0,193 


-0,008 


+ 0,306 


-0,200 


+0,350 


-0,509 


+ 0,028 


-0,344 


+ 0,470 



IIL Verlängerung des Schirmes; 





0,350 

0,604 

0,941 

1,33 

1,32 




-0,383 

- 0,469 

- 0,510 

- 0,238 
+ 0,143 




23,8 
58,5 

105 

182 

174 



5 
6 

7 

8 

9 

10 



jy = 0; r = cosh f. 

' 1,04 I +0,329 

0,780 I +0,181 

0,748 -0,085 

0,943 -0,238 

1,16 -0,170 

1,21 +0,044 



148 

74 

43 

77 

140 

173 

148 

90 

52 

67 



4,90 


+ 0,219 


- 0,582 


5,92 


+ 0,638 


-0,144 


6,93 


+ 0,464 


+ 0,493 


7,94 


-0,143 


+ 0,685 


8,94 


-0,669 


+ 0,255 


9,95 


-0,589 


-0,431 



38,7 

42,8 

46 

49 

51,3 

53,3 



119 

64 

57 

95 

137 

147 



Trägt man den Radius r als Abszisse, die Intensität / 
als Ordinate auf, so sieht man vor dem Schirm (I] Maxima 
und Minima, deren Intensität sich mit wachsender Ejitfemung 
vom Schirm den 100 Proz. der einfallenden Welle nähert. 
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Hinter dem Schirm verläuft auf der J- Achse die Intensitäts- 
kurve (II) asymptotisch. Daß (II) die Kurve (I) berühren muß, 
wie es die Fig. 5 zeigt, erkennen wir sofort, wenn wir noch 
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Fig. 5. 

die symmetrische Welle —-Sf. e"»*'*y von der anderen Seite 
einfallen lassen. Diese gibt mit der Welle e^'^y zusammen- 
stehende Wellen, welche den unendlich dünnen Metallschirm 
in einem Knotenpunkte enthalten, also durch ihn nicht gestört 
werden. Damit nun der Schattenraum der einen Welle mit 
dem Lichtraum der anderen Knoten von der Intensität Null 
geben kann, müssen sich die Intensitätskurven (I) und (II) 
berühren; außerdem ergibt sich, daß diese Berührungspunkte 
in Abständen einer halben Wellenlänge aufeinander folgen 
müssen. 



Zum Schlüsse fühle ich mich verpflichtet, Hrn. Geh. Hofrat 
Prof. Dr. W. Wien für die vielen Anregungen, die ich im Institut 
der Universität von ihm erhalten habe, sowie für das Interesse, 
das er der vorliegenden Arbeit stets entgegenbrachte, meinen 
ergebensten Dank auszusprechen. 
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